長距離相互作用1次元非線形格子の厳密解と不変部分空間 (非線形波動現象の数理とその応用) by 吉村, 和之 & 土井, 祐介
Title長距離相互作用1次元非線形格子の厳密解と不変部分空間(非線形波動現象の数理とその応用)
Author(s)吉村, 和之; 土井, 祐介











tFaculty of Engineering, Tottori University 
tGraduate School of Engineering, Osaka University 
概要
相互作用する粒子間の距離を ，• とするとき，結合係数が ,.-2 に比例する 4次の長距離相互作用









非線形格子系の厳密解は， ごく僅かしか知られていない [6,7]. 
近年，或る特殊な 1次元非線形格子系が注目され活発に研究が成されている [8,9, 10]. その格
子系は， 4次の長距離相互作用粒子間ポテンシャルを持ち，結合係数が r-2で与えられるものであ








本研究では，上述の長距離相互作用 1次元非線形格子が，任意の波数kE (0, 21r/3]に対して定
在波と進行波の厳密な平面波解を持つことを示す．それら平面波解の陽な表式を導出する．さら









H= L戸+ f [祭(qn+I-q誼＋ 祭q~] + f 臼(qn+r―q出 (1)
n=-oo n=-oo n=-oo r=l 
このハミルトニアンは，直線上に並んだ単位質量粒子が長距離相互作用する系を記述しており，
q;, p, ERは，それぞれ， i番目粒子の位筐と運動量を表す変数である.μ1, μo ERおよびbr,r EN 
はパラメータである．特に，長距離相互作用の結合係数brを以下のように仮定する
br = ~ 'r EN (2) 
系の運動方程式は，ハミルトニアン (1)より， 伽=8H/8pn, Pn = -8H/8qnに従って次式で与
えられる．
Pn Qn 
Pn μ1 (Qn+I -2伽＋伽 iー)-μoQn + f~ [ (蝕 -Qn)3 -(伽一Qnーぷ ］
T=I 
ここで， nE &'. である．
(3) 
(4) 
実数の有界数列 X= {xn}nEZ全体の集合に I叫底=SUPnEZ lxnlでノルムを定義した Banach空
間を[00(2)で表す．運動方程式(3),(4)に対し， n= z2cz) x t2(Z)にlzln= lqlo + IPloでノ
ルムを導入したBanach空間を位相空間とする．ここで， q= {qn}nEZ: P = {pn}nE7. E l0(Z), お
よび， z=(q,p)EQである．ハミルトニアン (1)は， Qの全ての点においては有限値を持たない
ので，形式的なハミルトニアンである．しかしながら，任政の点(q,p)E f2において， (4)式の右
辺はnEZに関して一様収束し， (3),(4)式の右辺は Q上の局所Lipschitz連続なベクトル場を定
める．したがって， (3),(4)式は Q上の微分方程式として適切に定義される運動方程式(3),(4) 
は，以下の 2階微分方程式に書き直される．
0 






伽(t)= Uk(t) exp (ikn) + U_k(t) exp (-ikn), n E :Z (6) 
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Ln -{4μ1si1名(k/2)+μo} (Ukik" + U平 ―ikn) (9) 
n -2 (Ufe;3kn + U:ke―;Jkn) f~{1 -3 cos(rk) + 3 cos(2吠） 一cos(3成）｝
r=I 
00 




区cosrx= と (<r,(x) ーザ—亡




叫x)= x -27rl for x E (27rl, 21r(l + 1):, l E Z (12) 
波数に関する仮定 (7)式より， k,2k, 3k E (0, 21r]となる．したがって， cp(k)= k,cp(2k) = 2k, 
cp(3k) = 3kである．これらを踏まえて公式 (11)を適用すると， (10)式の最初の無限級数は，以下
のように計算される．
oc 
1 こ戸{1-3 cos(rk) + 3 cos(2rk) -cos(3rk)} 
r=I 
芍 — 3 { ~(k ー ザ — ぢ} + 3 { ¼(2k ー ザ — 名｝ ― { ~(3k ー ザ — 旦} = 0 (13) 
同様にして， 2番目の無限級数は，以下のように計算される．
f~{3 -4cos(7'k) + cos(2rk)} 
r=I 
予 — 4 {托 —ザ — 且}+ { ¾(2k ー ザ — 且｝ ＝ 社 (14) 
無限和の表式 (13),(14)を(10)式に代入した後， Ln+Nnと(8)式を等骰することにより，次式
が得られる．
［店+{ 4μ1sin2(k/2) +μ□}Uk+ 67ikUfい]ikn + c.. = 0 (15) 
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式中の c.c.は複素共役を表す. (15) 式が成り立つ為には， e•kn の係数部分がゼロとなる必要があ
る．これより，変数伍 で閉じた以下の単ーモード方程式が得られる．
fh + { 4μ,1 si, 名(k/2)+μ,o} Uk+ 61rk1Ukl2広 =0 (16) 
ただし，上式を得る際に，関係式広 =U_kを用いた．変数U_kに閲する方程式は， (16)式の複
素共役として与えられ，本質的に同じ方程式である．
上記計算において， (13)式により， e土i3knの項が (15)式に現れない点が重要である． これは，
格子系 (1)が備える特殊な性質であり，一般的な非線形格子においては期待できない．この特殊な
性質の故に変数凶 のみで閉じた方程式(16)が得られる (16)式の任意の解仇(t),および，そ
の複素共役U_k(t)から (6)式を通して得られる {qn(t)}nEZは，元の座標系での方程式 (5)の厳密
解を与える．
(16)式を解くために，極座標への変換Uk=Ai8, A,0 E JRを施す．新変数A,0を用いて，(15)
式は以下のように書き直される．
A-がA+aA+/3が =0
d (0が） =0 
dt 
ここで， aとf3は次式で与えられる定数である．









ここで， A(t)E罠は時間tの関数 0。E罠は定数とする. (16)式に代入することにより，任意の
〇。 の値に対して，変数A(t)に関する以下の方程式が得られる．
A+O!A+-(3A3 = 0 
4 
(21) 
方程式 (21)の解は， Jacobi楕円閲数を用いて求まる．その解の形は， aに依存する．ここでは，
物理的に自然な μ1,μ02'.0場合を考える．このとき， o2 Oとなる (21)式を解くことにより，格
子の運動方程式(5)の定在波解が得られる．
定理 3.1μ1,μo2 0および kE (0, 21r /3]とするこのとき，運動方程式 (5)は，以下の定在波解
を持つ．
Qn(t) = A。en(at, km) cos(kn + Bo), n E :l'. (22) 
ただし， A。>0と〇。 Eltは任意の定数であり，楕円関数の母数品 と定数aは次式で与えられる．

















ここで， AoE nlとWE政は定数とする．この仮定は， (17),(18)式でA=Ao/2, 0 =―叫＋〇。 と
することに相当する． このとき，任意の A。,6。,wに対して (18)式は満たされる．一方， (17)式
からは，以下の代数方程式が得られる．
(3 
研ーAo+ QAo + - A~ = 0 
4 
(27) 
定数a,(3が波数Kに依存することに注意すると， (27)式は， A。， k,wの間の関係式，すなわち分
散関係式を与えていることが分かる．与えられた kE (0, 21r /3]とA。>0に対して，周波数wは
(27)式より以下のように得られる．
w=討五五元 (28) 
このwを備えた (26)式の 店 を(6)式に代入すると，運動方程式(5)の進行波解が得られる．この
進行波解は，定理3.2が示すように線形格子の平面波解と同じ空間波形を持つ．ただし， (28)式が
示すように，ポテンシャル非線形性の結果として，周波数いは振幅A。と波数Kに依存する．
定理 3.2μ1,μ。;:0および kE (0, 21r/3]とする．このとき，連動方程式(5)は，以下の進行波解
を持つ．





ら=(2(~(~ 喜l1r, 2/~11r]'j E N (30) 
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ここで定義した区間は， j=lのときは (7)式の区間に一致し， Ii=(0, 21r/3]である．各jENに
対して， 島 を次式で定義される整数の集合とする．
M; = {士1,士3,... , 士(2j-1) } (31) 
波数kEI; が与えられたとき， (4)式の解を以下の形に仮定する．
砂 ＝区 Umk(t)exp (imkn] (32) 
mEM1 









.Cn ー I:{4μ1s面(mk/2)+μo} Umk imkn 
mEM1 
” L C加 ，m2,m2Um辺 m迅lm2kが(m1+m叶 m2)knm1,m2西 EM1
ここで，式中の係数Cmし叩，maしよ次式で与えられる．
cc 




-cos((m1 + m2)rk) -cos((m2 + m3)rk) -cos((m3 + m1)rk) -1} (36) 
(35) 式において， 1叫＋匹 +m3 I ~ 21 + 1のとき Cm1,mゎma=0であることが証明される． こ
の事実は， mE島 に対する空間波数成分 eimknのみがN,,に現れることを意味する． したがっ
て， (33)式と Ln+品 を等薗することにより，変数Umk,m E M1で閲じた微分方程式が得られ
る．位相空間9の有限次元部分空間S1,kC !.1を次式で定義する．
如={ (q,p) E fl.: Qn =区 Qぷmkn,Pn =区Pmeimkn,
mEM1 mEM; 
伽，PmE IC, Q_m = Qm, P_m =ぬ} (37) 
任意の点 (qo,Po) E Sj,kに対し，運動方程式 (3),(4)の(qo,Po)を初期条件とする解 (q(t),p(t)の
時間発展は，変数 {UmdmEM;で閉じた微分方程式で記述される．任意の tE股に対し， q(t)と
p(t)は，それぞれ， {Umk(t)}mEM1と{Umk(t)}mEM1の線形結合で与えられる．したがって，以下
の定理が得られる．




示す．区間I2= (21r /3, 41r /5]を考え，波数についてkE I2を仮定する．この場合， S2,kは波数士k
と七3kのモードで張られる．不変部分空間S2,kに制限された格子系 (1)の運動方程式は，次式を
(5)式に代入して得られる．









-wlU-k -61rklU-犀u_k-61r(3k -21r) (uzu_a" + w-k1U-3kド）
-w盆u3k-21r(3k -21r) (U2 + 6IU: 出U3"+ 3IU: ばU3k)





ただし， w~= 4μ1 sin2(k/2) +μo, および， w盆=4μ1 sin2(3k/2) +μ。 である．
仮定kEh= (21r/3,41r/5]より， 3kE (21r, 121r /5]が従う．第一ブリルアンゾーンを （一7f'1r]と
すると，波数3kはk'=3k -21r E (0,21r/5] C /1と同一視される．定理4.1により，波数士k'の
モードで張られる不変部分空間 St,k1が存在する.St,k1上の運動方程式は， k= k'とした (16)式
とその複素共役で与えられる．一方，方程式 (39)-(42)には 店(t)= U_1.(t) = 0を満たす解が存
在し，それらの解を記述する方程式は S1,k'上の運動方程式に一致する．このことは， S1,k'CS2,k 
を示している．
方程式 (39)-(42)において，制約条件店=u_" = x E IRとU3k= U-3k = Y E IRを課すと，次
の簡約化された方程式系が得られる．
え ＝ 一wlx-6社 x3-67r(3k -21r) (x + 2y) xy 





5(b)は，それぞれ， k= 0.671rと0.枷 に対する こ上のポアンカレ断面図を示している．ただし，
吸＝咄 =0 (μ1 =μo = 0), 2自由度系のエネルギーを 1とし， 允>0の断面医を求めた．図
5(a)では，ほぼ全ての領域が KAMトーラスで覆われており，明確なカオス的領域は観測されな
い． しかしながら，図5(b)は， KAMトーラスとカオス的領域の共存を明確に示している． この
数値的結果は， S2,k上の簡約力学系 (43),(44)の非可積分性を示している．
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図 1:簡約力学系 (43),(44)のポアンカレ断面：吸=W3k = a, (a) k = 0.677f, (b) k = 0.8冗
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